
ʯ̦̌́т̛е 5. ʺул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̽ ̛ 
̬е̐ул̶̛̛̬́̌́̚ Т̵̛о̦о̏̌ 

• О̍у̭ло̏ле̦̦о̭т̽ ̛̭̭те̥̼ л̛̦е̵̜̦̼ у̬̦̌̏е̛̦̜; пло̵о 
о̍у̭ло̏ле̦̦̼е ̛̭̭те̥̼ 

• Метод ̬е̐ул̶̛̛̛̬́̌̚ Т̵̛о̦о̏̌ 

• ʿо̦́т̛е о ̥ул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̛ 

• ʧ̬ е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́ ̛ ̼̏̍о̬ п̬̥̌̌ет̬̌ ̬е̐ул̶̛̛̛̬́̌̚  



О̍у̭ло̏ле̦̦о̭т̽ ̛̭̭те̥̼ л̛̦е̵̜̦̼ у̬̦̌̏е̛̦̜ 

Хо̬о̹о о̍у̭ло̏ле̦̦̌́ ʿло̵о о̍у̭ло̏ле̦̦̌́ ʦ̼̬о̙де̦̦̌́ 

ʿ̬о̍ле̥̼, ̭̦̦̼̏́̌̚е ̭ пло̵о о̍у̭ло̏ле̛̦̦̼̥ ̌̚д̸̛̥̌̌ 

• Чу̭̏т̛̏тел̦̽о̭т̽ ̬е̹е̛̦́ к о̛̹̍к̥̌ ̏ ̵̛̭од̵̦̼ д̵̦̦̼̌ 

• ʦо̥̚о̙̦о ̛̭л̦̽ое ̏л̛̛̦́е по̬̐е̹̦о̭те̜ ̸̛̭ле̵̦̦̼ ̸̬̭̌ёто̏ 

 

ʦо̥̚о̙̦ое ̬е̹е̛̦е п̬о̍ле̥̼ – ̬е̐ул̶̛̛̬́̌́̚ ;п̛̬̦̏е̭е̛̦е ̏ 
̌̚д̸̌у допол̛̦тел̦̽о̜ ̴̛̦о̶̛̛̬̥̌ о ̭̏о̜̭т̵̏̌ ̬е̹е̛̦́Ϳ 



ʺетод ̬е̐ул̶̛̛̛̬́̌̚ Т̵̛о̦о̏̌ 

ʰ̵̭од̦̌́ ̛̭̭те̥̌ у̬̦̌̏е̛̦̜ ݔܣ = det ݕ ܣ ≈ Ͳ ;пло̵о о̍у̭ло̏ле̦̦̌́) 

ˀе̐ул̛̬́̚о̦̦̏̌̌́ ̛̭̭те̥̌ 
у̬̦̌̏е̛̦̜  ܣ + �� ݔ = � ݕ > Ͳ – п̬̥̌̌ет̬ ̬е̐ул̶̛̛̛̬́̌̚ 

ݔ  + ͹ݕ = ݔʹ5 + ͻͺݕ = 5Ͳ 

>> A = [1 7; 2^0.5 98^0.5]; 

>> y = [5; 50^0.5]; 

>> x = inv(A)*y; disp(x’); 
warning: matrix singular to 

machine precision 

    0.60938   1.24121 

>> disp((A*x)’) 
    9.2979   13.1491 >> k = 1e-9; 

>> x=inv(A+k*eye(2))*y;disp(x); 

    0.45874   0.64875 

>> disp((A*x)’) 
    5.0000    7.0711 

Ω � = ݔܣ − ݕ ଶ + � ݔ ଶ 

ʿо̛̭к опт̛̥̌л̦̽о̐о λ 

;̶̛̛̛̛̥̦̥̌́̚ ̴у̦к̶̛о̦̌л̌ Т̵̛о̦о̏̌) 

ʿ̛̬̥е̬ пло̵о о̍у̭ло̏ле̦̦о̜ ̛̭̭те̥̼ 
л̛̦е̵̜̦̼ у̬̦̌̏е̛̦̜ ̛ п̬о̍ле̥ ̭ ее 

̬е̹е̛̦е̥ 



ʺул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̽ 

ʺул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̽ – ̦̌л̸̛̛е л̛̦е̜̦о̜ ̛̛̭̥̌̏̚о̭т̛ ̥е̙ду 
о̛̛̻̭̦̺̥̍́́̀ пе̬е̥е̛̦̦̼̥ ;̴̌кто̛̬̥̌Ϳ ̬е̬̐е̛̭̭о̦̦о̜ ̥одел̛ 

ʧ̴̛̬̌к̛ ̛̛̭̥̌̏̚о̭т̛ ̴̌кто̬о̏ д̬у̐ от д̬у̐̌ 

! 

! 

ݕ = �଴ + �ଵݔଵ + �ଶݔଶ + �ଷݔଷ 



ʧ̬е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́ ;Ridge regression) 

ʺетод ̛̦̥̌е̵̛̦̹̽ к̏̌д̬̌то̏ � = �⊤� −ଵ�⊤ݕ 

 

М̶̛̛̛̛̦̥̌́̚ ̴у̦к̶̛̛ ܴܵܵ = ௜ݕ  − ௜ ݕ ଶ௜  

ʧ̬е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́ � = �⊤� + �� −ଵ�⊤ݕ 

 

М̶̛̛̛̛̦̥̌́̚ ̴у̦к̶̛̛ ܴܵܵ = ௜ݕ  − ௜ ݕ ଶ௜ + � �௝ଶ௝  

 

ˁ̥е̺е̦̦о̭т̽ о̶е̦к̛ �  ܧ � = ܧ �⊤� + �� −ଵ�⊤ ܤ� + � = �⊤� + �� −ଵሺ�⊤�ሻܤ  

Д̛̭пе̛̬̭́ о̶е̦к̛ �  cov � , � = ܧ �⊤� + �� −ଵ�⊤� �⊤� + �� −ଵ�⊤� ⊤= �⊤� + �� −ଵ�⊤ܧ ��⊤ � �⊤� + �� −ଵ= �ଶ �⊤� + �� −ଵ�⊤� �⊤� + �� −ଵ 
 �ଶ = ሺ�⊤�ሻ/ሺ� − �ሻ - о̛̹̍к̌ ̬е̬̐е̛̛̭̭ 

Д̛̭пе̛̛̬̭ �  - ̦̌ ̐л̦̌̏о̜ д̛̌̐о̦̌л̛ ̥̌т̶̛̬̼ 



ʧ̬е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́: по̏е̵̬̦о̭т̽ ̴у̦к̶̛̛ RSS;β) 

λ=0 

λ=1 λ=0.1 

ݕ = �଴ + �ଵݔଵ + �ଶݔଶ 

О̬̍̌т̛те ̛̛̦̥̦̏̌е: п̛̬ ̬о̭те 
п̬̥̌̌ет̬̌ ̬е̐ул̶̛̛̛̬́̌̚ ̾лл̛п̭̼ 

̛̚ол̛̛̦̜ ̏ок̬у̐ ̛̛̥̦̥у̥̌ 
«̭т̛́̐̏̌̀т̭́» ̏ ок̬у̙̦о̭т̛ 



ʿе̬е̵од к ̵̛̭од̦̼̥ ̬̥̌̚е̬̦о̭т̥́ 

ˁт̦̌д̬̌т̶̛̛̌́̚ ;̦о̛̬̥̬о̏к̌Ϳ ̵̛̭од̵̦̼ д̵̦̦̼̌ 

ʧ̬е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́: ̭т̦̌д̬̌т̶̛̛̌́̚ то̸ек 

∗௜ݕ = ௜ݕ − ௝ݕ  ݕ − ଶ௝ ݕ = ௜ݕ − ௡௢�௠ݕ ݕ ∗௜௝ݔ  = ௜௝ݔ − ௞௝ݔ ௝ݔ − ௝ ଶ௞ݔ = ௜௝ݔ − ௝,௡௢�௠ݔ௝ݔ  

∗௜ݕ = �଴∗ + �௝∗ݔ௜௝௝ ⇒ ௜ݕ − ௡௢�௠ݕ ݕ = �଴∗ + �௝∗௝
௜௝ݔ − ௝,௡௢�௠ݔ௝ݔ ⇒ 

௜ݕ = ∗௡௢�௠�଴ݕ + − ݕ ௝,௡௢�௠௝ݔ௝ݔ∗௡௢�௠ �௝ݕ + ௡௢�௠ݕ  �௝∗ݔ௜௝ݔ௝,௡௢�௠௝  

ʰ̵̭од̦̌́ ̥одел̽ ݕ௜ = �଴ + �௝ݔ௜௝௝  

ܴܵܵ = ௜ݕ  − ௜ ݕ ଶ௜ + � �௝ଶ௝  

ʻО! 
• ˀ̦̌̌́̚ ̬̥̌̚е̬̦о̭т̽ у ̵̬̦̼̌̚ �௜  ௝ݔ ̛ 

• ʿ̛̬ � → ∞ �଴ → Ͳ ;̦е̙ел̌тел̦̽оͿ 
 

Необходи̥о̭ть ̦о̬̥и̬овки 

=0 



ʧ̬е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́: ̴̌кто̬ ̴̛̦л̶̛̛́ д̛̭пе̛̛̬̭ 

VIF (Variance Inflation Factor, ̴̌кто̬ ̴̛̦л̶̛̛́ д̛̭пе̛̛̬̭Ϳ – ̥е̬̌ 
̥ул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̛, по̏̚ол́ет о̶е̛̦т̽ у̏ел̸̛е̛̦е д̛̭пе̛̛̬̭ ̛̚-̌̚ 

л̛̦е̜̦о̜ ̛̛̭̥̌̏̚о̭т̛ ̴̌кто̬̌ ݔ௜ от о̭т̌л̵̦̼̽ 

 Var �௝ = �ଶ ݔ௜௝ − ௝௜ݔ ଶ ௝ܨ�� = �ଶ ݔ௜௝ − ௝ݔ ଶ௜ ͳͳ − ௝ܴଶ 

௝ܴଶ - ко̴̴̶̛̛̾е̦т дете̶̛̛̛̬̥̦̌ л̛̦е̜̦о̜ ̛̛̭̥̌̏̚о̭т̛ ̴̌кто̬̌ ݔ௜ от 
о̭т̌л̵̦̼̽ ̴̌кто̬о̏ 

ʦо̥̚о̙̦̼е ̸̦̌̚е̛̦́ VIн 

• VIF > 10 – ̼̬̙̏̌е̦̦̌́ ̥ул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̽ 

• VIF = 5-10 – ̥ул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̽ 

• VIF = 1-5 – ̦ет ̥ул̽т̛колл̛̦е̬̦̌о̭т̛ 



ʧ̬е̦̍е̏̌́ ̬е̬̐е̛̭̭́: под̍о̬ п̬̥̌̌ет̬̌ ̬е̐ул̶̛̛̛̬́̌̚ 

Опт̛̥̌л̦̼̜̽ λ 

;̭т̛̌̍л̶̛̛̌́̚ β) 

Опт̛̥̌л̦̼̜̽ λ 

(VIF=1-5) 

Var �௝ = �ଶ ݔ௜௝ − ௝ݔ ଶ௜  ௝ܨ��

Ridge trace plot 

;̴̛̬̐̌к ̭лед̌ ̬̐е̦̍́Ϳ 
VIF plot 

;̴̌кто̬ ̴̛̦л̶̛̛́ д̛̭пе̛̛̬̭Ϳ 


