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Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ)

Îñíîâàí íà îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìèíèìèçàöèåé

ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé:

S(β) =
n∑

i=1

e2i (β)

ei (β) = (ŷi (β)− yi )
2

ei � îòêëîíåíèÿ, ŷi è yi � ðàñ÷¼òíûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå

çíà÷åíèÿ, β � ïàðàìåòðû ìîäåëè.

Äîñòîèíñòâà:

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Øèðî÷àéøàÿ ðàñïðîñòðàí¼ííîñòü ðåàëèçàöèé

Íåäîñòàòêè:

×óâñòâèòåëüíîñòü ê âûáðîñàì (ãðóáûì ïðîìàõàì)
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Ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé (ÌÍÌ)

Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû àáñîëþòíûõ îòêëîíåíèé âìåñòî ñóììû

êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé:

S(β) =
n∑

i=1

|ei (β)|

ÌÍÊ

S(a) =
n∑

i=1

(a− xi )
2

∂S

∂a
= 2(na + nx̄) = 0⇒ a = x̄

a � ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå

ÌÍÌ

S(a) =
n∑

i=1

|a− xi |

∂S

∂a
=

n∑
i=1

sign (a− xi ) = 0

a � ìåäèàíà
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Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Îñíîâàí íà ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (èëè å¼

ëîãàðèôìà), ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé

âåðîÿòíîñòåé.

ÌÍÊ (íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå)

F =
n∏

k=1

1

σ
√

2π
exp

(
−

e2k
2σ2

)
⇒ lnF =

n

σ
√

2π
−

n∑
k=1

e2k
2σ2

ÌÍÌ (ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà)

F =
n∏

k=1

1

σ
√

2
exp

(
−|ek |

√
2

σ

)
⇒ lnF =

n

σ
√

2
−

n∑
k=1

|ek |
√

2

σ

Ó ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà áîëåå òÿæ¼ëûå ¾õâîñòû¿ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà, ÷òî äà¼ò ìåíüøóþ

÷óâñòâèòåëüíîñòü ê âûáðîñàì.
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Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé Ãàóññà è Ëàïëàñà

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−

e2k
2σ2

)
Ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà

p(x) =
1

σ
√

2
exp

(
−|ek |

√
2

σ

)
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Ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé è ÷èñëåííûå ìåòîäû

Ïðåèìóùåñòâà

Íàãëÿäíîñòü (îáîáùåíèå ìåäèàíû)

Óñòîé÷èâîñòü ê âûáðîñàì

Íåäîñòàòêè

Íåò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàæå äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Âîçìîæíà ìíîæåñòâåííîñòü ðåøåíèé äàæå äëÿ ëèíåéíîé

ðåãðåññèè

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäî¼ìêîñòü

×èñëåííûå ìåòîäû

Iterative Reweighted Least Squares (IRLS)

Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàóññà-Íüþòîíà
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Iterative Reweighted Least Squares (IRLS)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñâîäèò ÌÍÌ ê ÌÍÊ ñ ìåíÿþùèìèñÿ â õîäå èòåðàöèé âåñàìè;

îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

S =
n∑

k=1

ωke
2
k ; ωk ≈

1

|ek |

Îñíîâíûå øàãè

1 ωi = 1 (ò.å. íà÷èíàåì ñ íåâçâåøåííîãî ÌÍÊ)

2 Íàéòè ïàðàìåòðû ìîäåëè, èñïîëüçóÿ âçâåøåííûé ÌÍÊ

3 Ïåðåñ÷èòàòü âåñà (åñëè ωk →∞ � âðåìåííî èñêëþ÷àåì

òî÷êó èç îïòèìèçàöèè)

4 Åñëè æåëàåìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãíóòà � âûõîä, èíà÷å

ïåðåéòè ê øàãó 2
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Ñèìïëåêñ-ìåòîä: ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìèíèìèçàöèþ ñóììû àáñîëþòíûõ îòêëîíåíèé ìîæíî ñâåñòè ê

çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìèíèìèçèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ:

n∑
i=1

|ei | =
n∑

i=1

|ui − vi | ≤
n∑

k=1

uk +
n∑

k=1

vi ; ui ≥ 0; vi ≥ 0

Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ (βi ≥ 0 áåç ïîòåðè îáùíîñòè):
x11β1 + . . .+ x1mβm − y1 − u1 + v1 = 0

x21β1 + . . .+ x2mβm − y2 − u2 + v2 = 0

. . . . . .

xn1β1 + . . .+ xnmβm − yn − un + vn = 0
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Ñèìïëåêñ-ìåòîä: îñîáåííîñòè

Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ

Íàïðÿìóþ ïðèìåíèì ëèøü ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Îáû÷íî èñïîëüçóþò ñïåöèàëèçèðîâàííûå ðåàëèçàöèè è

àëãîðèòìû äëÿ ÌÍÌ (íàïðèìåð, àëãîðèòì Âåñåëîâñêîãî)

Íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è ñ èòåðàòèâíûì

ïðèìåíåíèåì ñèìïëåêñ-ìåòîäà:

n∑
k=1

|ek | ≈
n∑

k=1

|ek (β◦) + Jk∗ (β − β◦)|

Gonin R., Money A.H. Nonlinear Lp-norm estimation. New York

and Basel: Marcel Dekker Inc. 1989. ISBN 978-0-8247-8125-5
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Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàóññà-Íüþòîíà

S =
n∑

k=1

ρ(ek) ≈
n∑

k=1

ρ(lk); lk ≈ e◦k + Jk∗p

ρ(t) � ôóíêöèÿ ïîòåðü, J � ìàòðèöà ßêîáè, e◦k = ek(β0),
p = (β − β0); ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé (äëÿ ïîèñêà

ìèíèìóìà) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà:

∂S

∂βi
=

n∑
k=1

ρ̇(lk)Jki = 0 ≈
n∑

k=1

ρ̇(e◦k )Jki +
m∑
j=1

ρ̈(e◦k )JkiJkjpj

 = 0

Â ìàòðè÷íîì âèäå (D � äèàãíîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Dii = ρ̈(e◦i )):(
J>DJ

)
p = −J>ρ̇
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Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàóññà-Íüþòîíà

Ðåãóëÿðèçàöèÿ (ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà)(
J>DJ

)
p = −J>ρ̇⇒

(
J>DJ + λI

)
p = −J>ρ̇

λ ≥ 0 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

Ñãëàæåííûå âåðñèè ôóíêöèè ïîòåðü

Ôóíêöèÿ ρ(t) = |t| äèôôåðåíöèðóåìà íå âî âñåõ òî÷êàõ
Ôóíêöèÿ Õüþáåðà

ρ(t) =

{
1
2 t

2 åñëè |a| ≤ δ
δ
(
|t| − 1

2δ
)

åñëè |a| > δ

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Õüþáåðà ρ(t) =
√
t2 + δ−

√
δ

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ρ(t) = |t|1+δ
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Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãàóññà-Íüþòîíà

Îñíîâíûå øàãè

1 Âûáðàòü ïàðàìåòð δ äëÿ ôóíêöèè ρ(t) =
√
t2 + δ −

√
δ è

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå β◦.

2 Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ çàäàííîãî δ ìîäèôèöèðîâàííûì
ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà.

3 Åñëè æåëàåìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãíóòà � îñòàíîâèòüñÿ, åñëè

íåò � óìåíüøèòü δ, ò.å. ñäåëàòü ρ(t) áëèæå ê |t|.

Ïðîãðàììà lxnorm�t

1 Íàïèñàíà íà ANSI C è MATLAB (èíòåðôåéñ)

2 Ïðîöåäóðû äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âàðüèðîâàíèÿ δ

3 Ðàñ÷¼ò äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

Ï.2 è 3 íåò â MATLAB è Ceres Solver.
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Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Àñèìïòîìòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â ìåòîäå íàèìåíüøèõ ìîäóëåé:

∆βj = zα/2λ
√
Cjj

ãäå C =
(
J>J

)−1
, à λ ìîæåò áûòü îöåíåíà ïî ñëåäóþùåé

àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå:

λ =
1

2f (m)
;
[
f̂ (m)

]−1
=

êi − êj
(i − j)/n

ãäå f (m) � îðäèíàòà ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê e â ìåäèàíå m. i è
j âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû íàõîäèòüñÿ âáëèçè ìåäèàíû.

Gonin R., Money A.H. Nonlinear Lp-norm estimation. New York

and Basel: Marcel Dekker Inc. 1989. ISBN 978-0-8247-8125-5
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Ïðèìåð: êèíåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ

Ìîäåëü

y(x) =
β1β3
β1 − β2

[exp (−β2t)− exp (−β1t)]
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Ïðèìåð: ãåêñàôòîðèä êñåíîíà XeF6

Ìîäåëü

Âçâåøåííàÿ ñóììà ôóíêöèé Ýéíøòåéíà-Ïëàíêà

Cp(T ) =
m∑
i=1

αiCE

(
θi
T

)
;
CE (x)

R
=

3x2ex

(ex − 1)2

Àïïðîêñèìàöèÿ âìåñòå ñ àíîìàëèåé òåïëî¼ìêîñòè
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Ïðèìåð: K-íàòðîëèò

Äâà âàðèàíòà àïïðîêñèìàöèè: áåç àíîìàëèè Cp è ñ íåé. Ïðè

T < 10 K ó äàííûõ áîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü, èç-çà íå¼

íàáëþäàåòñÿ ðîñò Cp ñ ïàäåíèåì T äëÿ äâóõ òî÷åê.
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Â ýòîì ñëó÷àå ÌÍÌ ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè îáðàáîòàòü êàê

òî÷êè ïðè T < 10 K, òàê è àíîìàëèþ Cp.
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Ïðèìåð: Tl-íàòðîëèò

Àïïðîêñèìàöèÿ âìåñòå ñ àíîìàëèåé òåïëî¼ìêîñòè
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Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÌÍÌ ëó÷øå ÌÍÊ èñêëþ÷àåò ïèêè, íî ïðè

ýòîì ïåðåêðûòèå äâóõ ïèêîâ îáðàáàòûâàåòñÿ êàê áàçîâàÿ

ëèíèÿ, à ïðîäîëæåíèå áàçîâîé ëèíèè � êàê âûáðîñ.
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Ïðèìåð: äèîêñèä ìàðãàíöà MnO2
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Àíîìàëèÿ âëèÿåò íà ¾áàçîâóþ ëèíèþ¿

Ýòî ñâÿçàíî ñ ïëàâíîñòüþ íà÷àëà ïèêà, ïîýòîìó ÌÍÌ íå

ìîæåò àâòîìàòè÷åñêè âûáðàòü, êàêîé èìåííî õîä êðèâîé Cp(T )
ïðàâèëüíûé.
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Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì

(ðîáàñòíûì) ê âûáðîñàì.

Òðóäî¼ìêîñòü äàæå â ñëó÷àå ëèíåéíîé ðåãðåññèè (â

10�1000 ðàç ìåäëåííåå ÌÍÊ)

Äëÿ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü

ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà

ÌÍÌ ñïîñîáåí îòñåÿòü åäèíè÷íûå âûáðîñû, à òàêæå óçêèå

àíîìàëèè òåïëî¼ìêîñòè (ëÿìáäà-ïåðåõîäû, ïðåäïëàâëåíèå

è ò.ï.), íî íå áîëåå ¾ðàçìûòûå¿ ïèêè.

ÌÍÌ ìîæåò áûòü íåýôôåêòèâåí äëÿ îòñåèâàíèÿ

ðàçìûòûõ ïèêîâ, à òàêæå äëÿ ðàçëè÷åíèÿ áàçîâîé ëèíèè â

ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.
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