
Лекция 9. Нелинейная регрессия

Краткое содержание

1. Нелинейная регрессия: постановка задачи

2. Методы Ньютона, Гаусса-Ньютона, Левенберга-Марквардта

3. Функции в языке GNU Octave

4. Практическая реализация нелинейной регрессии в GNU Octave



Виды регрессии

1. Линейная регрессия

ώ ὦ ὦὼ Ễ ὦὼ

ὢ‍ ώȠ‍ ὢὢ ὢώ

2. Нелинейная регрессия, поддающаяся линеаризации

ώ ὦ ὦὪὼȟȣȟὼ Ễ ὦὪὼȟȣȟὼ

Примеры:Ὧ ὯÅØÐ ᵼÌÎὯ ÌÎὯ ; ὧ Ὕ ὥ ὦὝ ὧὝ ;

3. Нелинейная регрессия, не поддающаяся линеаризации

ώ Ὢ‍ȟȣȟ‍ȟὼȟȣȟὼ Ὢᴆ‍ȟᴆὼ)

Пример:ώ

Для решения таких задач используют численные методы: Ньютона, 
Гаусса-Ньютона, градиентного спуска, Левенберга-Марквардта
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Численные методы и МНК

•‍ȟȣȟ‍ȟὼ ȟὼ ȟȣὼ ώ

•‍ȟȣȟ‍ȟὼ ȟὼ ȟȣȟὼ ώ
ȣ

•‍ȟȣȟ‍ȟὼ ȟὼ ȟȣȟὼ ώ

Ὂ ᴆ‍ ώ ώ • ᴆ‍ȟᴆὼ ώ Ὢ

‬Ὂᴆ‍

‬‍
π

Ễ

‬Ὂᴆ‍

‬‍
π

Рассматриваемые численные методы
1. Метод Ньютона
2. Метод Гаусса-Ньютона
3. Метод Левенберга-Марквардта

Нелинейная система уравнений

Минимизируемая сумма квадратов

Система уравнений для поиска 
минимума (ср. с линейным МНК)

Как правило, полученную систему 
уравнений нельзя решить 
аналитическими методами

Нужно использовать численные 
методы
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Метод Ньютона

˛̜̅̎̏̍̆̑̎̊ ̘̒̌̔́̊ ɉ̎̆̌̉̎̆̊̎̏̆ ̠̔̑́̃̎̆̎̉Ɋ
Ὢὼ Ὢὼ Ὢ ὼ ὼ ὼ π

ὼ ὼ
Ὢὼ

Ὢ ὼ

˙̜̎̏̄̏̍̆̑̎̊ ̘̒̌̔́̊ ɉ̒̉̒̓̆̍́ ̜̖̎̆̌̉̎̆̊̎ ̔̑́̃̎̆̎̉̊Ɋ

Ὂ ᴆ‍ Ὂ ᴆ‍
‬Ὂᴆ‍

‬‍
‍ ‍ πᵼὊ ᴆ‍ ​Ὂ ᴆ‍ ᴆὴ π

˛̒̏̂̆̎̎̏̒̓̉ ̍̆̓̏̅́ ˚̝̟̓̏̎́
1. Быстро сходится (квадратичная сходимость)
2. В случае нескольких корней может быть найден любой из них 
(зависит от начального приближения)

3. Скорость сходимости (и сама сходимость) может зависеть от 
начального приближения
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˜̑̏̄̑́̍̍́

format long; 

delta = 1e - 15;

x0 = 0.5;

x = x0 + 2*delta;

while abs(x - x0 ) >= delta

x0 = x;

f = cos (x0) - x0^3 ;

df = - sin(x0) - 3*x0^2 ;

x = x0 ï f/ df ;

disp (x);

end

Метод Ньютона: практическая реализация

ˠ̑́̃̎̆̎̉̆
Ὢὼ ÃÏÓὼ ὼ π

Ὢ ÓÉÎὼ σὼ π

Касательная

Функция

Прибл.
решение

Начальное
прибл.

2.000000000000000

1.348055393079852

1.001262924310922

0.880591138294078

0.865691456412747

0.865474078978736

0.865474033101617

0.865474033101614 5



˙̘̠́̓̑̉̎́ ̝̈́̐̉̒ ̉ ̍̆̓̏̅ ː́̔̒̒́-˚̝̟̓̏̎́

˞̉̒̓̆̍́ ̔̑́̃̎̆̎̉̊ ̉ ̍̆̓̏̅ ˚̝̟̓̏̎́

ː̑́̅̉̆̎̓ȟ ̠̋̏̂̉́̎ ̉ ̄̆̒̒̉́̎

МНК и метод Гаусса-Ньютона

‬Ὂᴆ‍

‬‍
π

Ễ

‬Ὂᴆ‍

‬‍
π

ᵼ
‬Ὂᴆ‍

‬‍

‬Ὂᴆ‍

‬‍

‬Ὂᴆ‍

‬‍‬‍
‍ ‍ π

​Ὂ ᴆ‍ Ὄ ᴆ‍ ᴆὴ πᵼὐ ᴆ‍ Ὢᴆ‍ ὐ ᴆ‍ ὐᴆ‍ ᴆὴ π

​Ὂ
‬Ὂ

‬‍

‬

‬‍
Ὢ ς Ὢ

‬Ὢ

‬‍
ςὐὪȠὐ

‬Ὢ

‬‍

‬•ᴆ‍ȟὼ

‬‍

Ὄ
‬Ὂ‍

‬‍‬‍

‬

‬‍
ς Ὢ

‬Ὢ

‬‍
ς

‬Ὢ

‬‍

‬Ὢ

‬‍
Ὢ
‬Ὢ

‬‍‬‍
ς

‬Ὢ

‬‍

‬Ὢ

‬‍
ςὐὐ
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Метод Левенберга-Марквардта

Метод Л.-М. – комбинация методов
Гаусса-Ньютона и градиентного спуска

а) метод градиентного спуска: ᴆὴ ‗​Ὂ ᴆ‍

б) метод Гаусса-Ньютона: ὐὐᴆὴ ​Ὂ

Обозначения: ᴆὴ ᴆ‍ ᴆ‍ , ᴆ‍ –начальное приближение;ᴆ‍–результат 
итерации,‗–шаг, Ὂ–минимизируемаяфункция

ὐὐ ‗Ὅᴆὴ ​Ὂ ὐὪ(вариант 1)
ὐὐ ‗ÄÉÁÇὐὐ ᴆὴ ​Ὂ ὐὪ(вариант 2)

Каждая итерация включает в себя подбор шага ⱦ:
1. Взять начальное (очень малое) значение ‗
2. Выполнить итерацию, найдя ᴆὴ
3. Если значение Ὂвозросло, то увеличить шаг ‗и вернуться к п.1
4. Если значение Ὂуменьшилось, то принять полученное значение ᴆὴи 
перейти к следующей итерации

˿ͻ͙ͦ͒ͭͫΎ ͔͔͔͔ͣ͒ͤͤ͡ ͔ͣͭͦ͒͊ ˥͊ͯͫͫ͊-˹ΈΌͭͦͤ͊Σ ͤͦ ͔͔͔ͣͤ ͔͍͔͔ͭͪ͋ͦ͊ͭͤ͡ ͟ 
ͤ͊;͊͡Έͤͦͣͯ ͙͙͔͙ͨͪ͋͗ͤ͡ΌΦ ͙̊ͪͦͦ͟ ͙͔ͨͪͣͤΎ͔ͭͫΎ ͤ͊ ͙͔ͨͪ͊ͭ͟͟Φ
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О функциях в GNU Octave

Именованные функции Анонимные функции

Функция–фрагментпрограммногокода,которыйможновызыватьиздругих
частейпрограммы.Имеетвходныеивыходныепараметры(аргументы),атакже
своюобластьвидимостидляпеременных.

См. также: вложенныефункции(nested function), MEX-файлы,объектно-
ориентированноепрограммирование

Хранятся в переменных. Синтаксис:
func = @(arg1,é,argn ) expression

Примеры:
sqr = @(x) x.^2

len = @( x,y ) sqrt (x.^2 + y.^2)

Хранятся в файлах. Синтаксис:
% ʉʧʨʘʚʦʯʥʘʷ ʠʥʬʦʨʤʘʮʠʷ

function [o1,é,om]= funcname (i1,é,in )

% ʊʝʣʦ ʬʫʥʢʮʠʠ

end

Пример:
% SQREQ_ROOTS  Finds the roots

% of square equation

function [x1,x2] = sqreq_roots ( a,b,c )

D = b.^2 - 4*a.*c;

x1 = ( - b + sqrt (D)) ./ (2*a);

x2 = ( - b - sqrt (D)) ./ (2*a);

end
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Нелинейная регрессия: практическая реализация

˥́̄ ρȢ ˔́̅́̎̉̆ 
̟́̐̐̑̏̋̒̉̍̉̑̔̆̊̚ ̗̔̎̋̉̉̕

ώ ‍ ‍ÅØÐ‍ὼ

˥́̄ ςȢ ˔́̅́̎̉̆ ̠̋̏̂̉́̎́
‬ώ

‬‍
ρ

‬ώ

‬‍
ÅØÐ‍ὼ

‬ώ

‬‍
ὼ‍ÅØÐ‍ὼ

˥́̄ σȢ ˔̝́̐̉̒ ̎́ ̠̜̈̋̆ Octave

b0 = [10 10 10];

[b, res, J] = ...

lsqfit_lm (X,Y,@ func , b0);

[ db, b_lb , b_ub , sb ] = ...

lsqfit_ci (b, res, J);

function [F, J] = func (b, x)

F = b(1) + b(2)* exp ( - b(3)*x);

if nargout == 2

df_db1 = ones(size(x));

df_db2 = exp ( - b(3)*x);

df_db3 = - b(2)* exp ( -

b(3)*x).*x;

J = [df_db1 df_db2 df_db3];

end

˥́̄ τȢ ˜̏̅̂̏̑ ̘̝̎́́̌̎̏̄̏ 
̐̑̉̂̌̉̇̆̎̉̆ ̉ ̗̠̃̉̈̔́̌̉̈́̉ 

̝̑̆̈̔̌̓́̓̏̃
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Нелинейная регрессия: доверительные интервалы

˘̠̉̎̆̊̎́ ̠̑̆̄̑̆̒̒̉

ί♫ „ ὢὢ

ὢ
ρ ὼ Ễ ὼ

ể ể Ệ ể

ρ ὼ Ễ ὼ

˚̠̆̌̉̎̆̊̎́ ̠̑̆̄̑̆̒̒̉

ί♫ „ ὐὐ

При этом якобиан и отклонения 

рассчитываются в точке ♫

•‍ȟὼ ώ
Ễ

•‍ȟὼ ώ

•‍ȟὼ •‍ȟὼ
‬•‍ȟὼ

‬‍
‍ ‍

ὐ‍ ‍ ‍ ώ ώ Ὡ

Исходная система уравнений Результат линеаризации
в векторной форме

Разложение в ряд Тейлора ὐ‍ -аналог матрицы ὢ
в линейной регрессии
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